Térgeometria

Megoldasok
1) Egy négyzet alapii egyenes hasib alapéle 18 egység, testatléja 36 .2
egyseg.
a) Mekkora sziget zar be a testatlo az alaplap sikjaval? (4 pont)
b) Hany teriiletegység a hasab felszine? (A felszin meéroszamat egy
tizedesjegyre kerekitve adja meg!) (3 pont)
c) Az alapél és a testatlo hosszat — ebben a sorrendben - tekintsiik egy
meértani sorozat elsé és negyedik tagjanak! Igazolja, hogy az alaplap
atlojanak hossza ennek a sorozatnak a masodik tagja! (4 pont)
Megoldas:
a) Az ACG haromszigben a GAC<(=w) szdget keressiik = ;
(1 pont) W .
Az ABC derékszbgli haromszdgben AC =182 (1 pont) * E 7
gy ::nsazﬂzl,[{]“{uf_@ﬂﬂ (1 pont) S
AG 2 L/
ahonnan a =60° (1 pont) ff;f{f’*- -F 43
b) A négyzetes  hasab alapéle a=18, magassaga S /
m=CG=18-6 (1 pont) ——#—*
felszine: A=2a”+4a-m=2-18"+4.18".J6 = 3822,5 (1 pont)
A hasab felszine 3822,5 teriiletegység (1 pont)
c) Lasd: Sorozatok 27, feladat
Osszesen: 11 pont
2) Egy szobor marvany talapzatat egy 12 dm élid kocka alaka kobel

faragjak. Minden cstcsnal a csticshoz legkdzelebbi élnegyedelo pontokat
tartalmazoé sik mentén lecsiszoljak a kockat.
a) A keész talapzatnak

- hany éle,

- hany csucsa,

- hany lapja van? (3 pont)
b) A kész talapzatnak mekkora a felszine? (6 pont)

c) Az ékszerész wvallalta, hogy elkészit 20 db egyforma tomegi
ajandéktargyat: a szobortalapzat kicsinyitett masat. Az egyes
ajaindéktargyak az alabbi féldragakiévek valamelyikébsl késziiltek:
achat, hematit, zold jade és granat. A kész ajandéktargyakat a
megrendelo atvételkor egyben lemérte. A 20 targy egyiittes tomege
megfelelt a megrendelésnek. Otthon egyenként is megmérte a
targyakat, és kideriilt, hogy a féldragakdvekbol készitett négyféle
ajandéktargy koziil egyik sem a megrendelt tomegi. Az ugyanabbol
az anyagbhol keésziilteket egymassal azonos tomeginek meérte. A
harom achéat targy mindegyike 1%-kal kisebb; a hat darab hematit
targy mindegyike 0,5%-kal kisebb; a hét zold jade targy mindegyik
1,5%-kal nagyobb a megrendelésben szerepelt értéknél. A granat
targyak tomege hany szazalékkal tért el a megrendeléstol? (7 pont)



Megoldas:

a) A lecsiszolt testnek 24 csiucsa van, mert a 8 kockacstucs helyett minden
csucsnal 3-3 1) csucs keletkezik a negyedeld pontoknal (1 pont)
A lecsiszolt testnek 36 éle van, mert a 12 kocka élén maradnak élek, és a
lemetszett haromszogek oldalai is élek: 8-3=24 és 12+24 =36 (1 pont)
A lapok szama 14, mert kockalapokbol marad egy-egy nyolcszig és a
lemetszett haromszigek szama 8, 6+8=14 (1 pont)
b) A talapzat felszinét kiszamithatjuk, ha a 6 db nyolcszbg teriilletéhez
hozzaadjuk a 8 db szabalyos haromszog teriletét. (1 pont)
A nyolcszdg teriilete: a 12 dm oldalt négyzet teriiletébdl kivonjuk a 4 db
egyenld szaru derékszogn haromszog teruletét, vagyis 2 db 3 dm oldala
négyzet tertiletét: T, ..., =12°-2-3" =126 dm? (2 pont)
A szabalyos haromszog oldala 3- J2 , ezért D iromasng = H_:ﬁ = g.f dm? (2 pont)
A=6-T e +8 T = 756 +36-4/3 ~ 818,35 dm? (1 pont)
c) Lasd: Sziveges feladatok 33. feladat
Osszesen: 16 pont
3) Az 1. abra szerinti padlastér egy 6x6 méteres négyzetes alapa gula, ahol
a teto csiicsa a négyzet kozéppontja felett 5 méter magasan van
a) Milyen széget zarnak be a tetdsikok a vizszintessel (padlassikkal)?
(4 pont)
Hasznos alapteriiletnek szamit a tetotérben a teriilet, amely félott a
(bel)magassag legalabb 1,9 méter.
b) Mennyi lenne a tetotér beépitésekor a hasznos teriilet? (6 pont)
A teto cseréjekor a hasznos alapteriilet novelésének érdekében a haz
oldalfalait egy f1un. koszorival kivanjik magasitani. A haz teljes
magassipga- épitészeti eldirdsok miatt- nem névelhetd, ezért a falak
magasitasa csak ugy lehetséges, ha a teto sikjanak meredekségét
csikkentik (2. abra).
Jelolje x a koszori magassagat és T a hasznos alapteriiletet.
c) irja fel a T\x) fiiggvény huzzmndalem szabalyat! (6 pont)
&
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Megoldas:
a) A padlassikra és a tetdsikra egyarant meroleges sikmetszetbdl lehet a keresett
szOget meghatarozni. (2 pont)
A keresztmetszeti abran a keresett szoget o-val jelélve, felirhato, hogy tga =§
ahonnan a = §9° (2 pont)
b) Keressilk az abran s-sel jelolt szakasz hosszat, (2 pont)
W S (2 pont)
3-s 3 g
Ebbél s=1,86 (1 pont)

A hasznos alapteriilet 45 = 13,84 m? (1 pont) fr’ﬂ




c)

4)

Az abra jeléléseit hasznalva hasznaljuk, ahol 0<x=19. Az abra alapjan
T=4y’-et (ami a hasznos alaptertilet) kell kifejezniink x %
segitségével. (1 pont) hN
A ket kisebb haromszig megleleld szogei egyenlok, tehat
hasonloak.

5 ¥ N,
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9,3 B =
Innen y=— 1 pont =
Y= (1 pont) =

; " oy g 18,6

Tehat a keresett Osszeftuggeés: 4y = e (1 pont)
5—-x
Ha x 21,9, akkor 36 m? a hasznos alaptertlet. (1 pont)
18,6

Osszefoglalva: T(x) = [ E-x] DRGSR (1 pont)

36, ha 1,9=x<5
Osszesen: 16 pont

A csonkakap alaka targyak térfogatat régebben a gyakorlat szamara

elegendoen pontos kozelito szamitassal hataroztik meg. Eszerint a

csonkakiup térfogata kozelitoleg egy olyan henger térfogataval egyezik

meg, amelynek Aatmeéroje akkora, mint a csonkakap also és felso

atmérojének szamtani koézepe, magassaga pedig akkora, mint a

csonkakip magassaga.

a) Egy csonkakip alakh fatorzs hossza (vagyis a csonkakip magassaga)
2 m, alsé atmeéroje 12 cm, felso atméroje 8 cm. A kozelito
szamitassal kapott térfogat hany szazalékkal tér el a pontos
térfogattol? (Ezt nevezziik relativ hibanak.) (3 pont)

b) Igazolja, hogy a csonkakip térfogatat — a fentiekben leirt atmutatas
alapjan kapott - kozelito érték sohasem nagyobb, mint a csonkakip
térfogatanak pontos értéeke! (7 pont)

Jelolje x a csonkakup két alapkore sugaranak az aranyat, és legyen

x >1. Bizonyitand6, hogy a fentiekben leirt, kozelité szamitis relativ

hibajanak szazalékban mérve a kévetkezo fiiggvény adja meg:

x—1)°

: |1; R = 25-l—.

Fis Bl B, fi{x) x* +x+1

c) Igazolja, hogy frnek nines szélsoértéke! (6 pont)

Megoldas:

a)

1 12+8

A kozelitd henger alapkoérének sugara: g 5 c¢m, térfogata

257200 = 50007 = 15708 cm? (1 pont)

A csonkakup elméletileg pontos térfogata:

Qiﬂﬁ{ﬁ"+ﬁ-4+4‘]= 1520&”a1591? cm3, (1 pont)
e e o oo 200m ! . . 1

A koézelité eérték =209 cm?-rel kisebb, tehat a pontos értéktdl

200 = 1,3 %-kal tér el. (1 pont)
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b) Legyen a csonkakuip alapkéreinek sugara R és r, magassaga m.

A csonkakup elméleti térfogata: m?n(ﬁ'g +Rr+r?) (1 pont)

2 s o (R+rY
A csonkakup gyakorlati térfogata; lT) mn (1 pont)
R L o MT o 3 R+rY
A ket térfogat kllonbségeérdl allitjuk: ?(R +Rr+r }- = mmn = () (1 pont)
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat 2% -vel, bontsuk fel a zardjeleket és
mn

az dsszevonasok utan: R° -2Rr+r’ 20 (2 pont)

Vagyis (R + :"}= >0 adodik, ami minden R és r esetén igaz. (1 pont)

A kovetkezteieés minden lépése megfordithato, ezért az allitas igaz (1 pont)
¢) Lasd: Bizonyitasok 8. feladat

Osszesen: 16 pont

5) Az ABCDE szabalyos négyoldala gila alaplapja az ABCD négyzet. A giila

alapéle 28 egység hosszia. Legyen F a CE oldalélnek, G pedig a DE

oldalélnek a felezépontja. Az ABFG négyszog teriilete 504 teriiletegység.

Milyen hosszi a gula oldaléle? (16 pont)
Megoldas:

A GF koézéepvonal a DCE haromszogben, igy

GF =14 egység (1 pont)

Az ABFG négyszog szimmetrikus trapéz, (1 pont)

mivel AB|CD|FG és AG = BF . (1 pont)

Legyen HF a trapéz alapokhoz tartozo

magassaga. A trapéz terlletképlete alapjan

gaglanF=5ﬂ4 (1 pont) 4

tehat HF =24 egység (1 pont)
28-14

A szimmetrikus trapéz tulajdonsaga miatt HE = =7 (1 pont)

a HBF derékszog(l haromszogben Pitagorasz-tétel alapjan BF” =24 +7°

(1 pont)
ahonnan BF =25 (1 pont)
Az F pontbhol a BC oldalra bocsatott merdleges talppontja legyen P. Ez a pont
a BC oldal C-hez legkdzelebbi negyedeld pontja (2 pont)
A negyedeldo pont indoklasa: példaul legyen Q a BC él felezopontja. Az FP
szakasz az EQC haromszig kozépvonala (1 pont)
BF:%BC:Elés PC=£—1}EC=? (1 pont)
A  BPF  derékszoglh  haromszogben  Pitagorasz-tételt — alkalmazva:
PF* =25% 21" =184 (1 pont)
Az FPC derékszogll haromszoghen is Pitagorasz-tételt alkalmazva:
FC* =184+ 7° (1 pont)
lgy FC=+/233 = 15,26 (1 pont)
A gula oldaléle EC =2-FC = 2-4233 = 30,53 egység. (1 pont)

Osszesen: 16 pont



6) Jancsi vazat keészit. Egy 10 em sugari, beliil ilireges gombbol levagott m
magassagiua (m >10) gombszelet hataroléo koréhez egy szintén m
magassagi hengerpalastot ragaszt. A henger sugara megegyezik a
gombszelet hataroldé kor sugaraval.

Mekkoranak valassza Jancsi a gombszelet m magassagat, hogy a vazaba
a leheto legtoébb viz férjen? (A vaza anyaga vékony, ezért a vastagsagatol
eltekintiink, s hogy ne boruljon fel, egy megfelelé méreti ilireges fatalpra
fogjak allitani.)

Tudjuk, hogy ha a gombszelet magassaga m, a hatarolé kor sugara pedig

r, akkor a térfogata: V = Em . (.Br2 + m’) (16 pont)
Megoldas:

Helyes abra (2 pont)

A KBC derékszogli haromszdig befogoinak hossza m—-10 és

r, atfogoja 10 cm (2 pont)

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a KBC haromszogre:

(m —.’iEI]'? +r* =100 (2 pont) 4

Ebbél r* =20m-m (1 pont)

A vaza térfogata:
V{m}l:gmr{S{ZDm—m"]+m"]+n{2£}m—md}m (2 pont)

+ 5 | 2n L a

azaz V(m)= n[—gm‘ +3{Jm') - n?{45m' —2m } (1 pont)
ahol 10 <m <20 (1 pont)

A V flgegvény differencialhaté a ]ID:ED[ nyilt intervallumon, derivaltja pedig:
V'(m) = n(-4m* +60m) = 4n(15-m)m

A ]1('];2{}[ nyilt intervallumon V'(m)=0 pontosan akkor, ha m=15 (1 pont)
100<m<15 m=15 15<m<20
Vi(m) pozitiv = () negativ
v szigoruan helyi szigoruan
novo maximum cstkkend
(3 pont)
Az m =15 a V figgvény abszolit maximum helye is, igy ekkor lesz a vaza
térfogata a lehetd legnagyobb (V, . = 2250n) (1 pont)

Osszesen: 16 pont

7) Az ABCDEFGH téglatest A csiicsbhol indulo élei: AB=12, AD=6, AE=8.
Jelolje HG felezopontjat P.

M {7

| '

[

| -
ol =l

|

i

a) Szamitsa ki az ABCDP gila felszinét! (10 pont)
b) Mekkora szoget zar be az ABCDP gila ABP lapjanak sikja az ABCD lap
sikjaval? (3 pont)



Megoldas:

a) Az alaplap tertlete: T,,., =12:-6=72 cm? (1 pont)
Az AB ¢l felezopontja legyen M, a CD él felezopontja pedig N. Az APB
haromszig egyenld szara, a PM merdleges az AB szakaszra. Az MNP

haromszdg az N csucsban derékszog(. (1 pont)
PM =10 cm (a befogok 6 és 8) (1 pont)
Az ABP haromszog tertlete: T, = AE:?PM = 12'2“3 =60 cm? (1 pont)
A DCP haromszog terilete: T, = DCQ EN 128 48 enin (1 pont)
DP=PC=10 cm (1 pont)
A PBC és a PAD oldallapok egybevago haromszogek (1 pont)
és a ket haromszog egybevago a PEM haromszoggel (1 pont)
Tose = Egﬂ =30 cm? (1 pont)
A gula felszine: (72+60 +48 +2-30) =240 cm? (1 pont)
b) Az MN szakasz és a PM szakasz is merdleges az AB élre, ezért a kérdezett szog
a PMN< (1 pont)
A PMN haromszog N-nél derékszogi (1 pont)
. PN B8 4

ezért tgPMN4 = — = — = — . ahonnan PMN<« = §3,1° 1 pont
g MN €3 ’ (1 pont)

Osszesen: 13 pont

8) Egy fabol késziilt négyzetes oszlop minden élének hossza centiméterben
mérve 2-nél nagyobb egész szam. A négyzetes oszlop minden lapjat
befestjiik pirosra, majd a lapokkal parhuzamosan 1 em éli kis kockara
vagtuk. A kis kockak koziil 28 lett olyan, amelynek pontosan két lapja

piros.
Mekkora lehetett a négyzetes oszlop térfogata? (16 pont)
Megoldas:
Legyven a negyzetes oszlop alapéleinek hossza a (cm) s a magassag hossza b
(cm). (@, b 2-nél nagyobb egészek). (1 pont)
Azoknak az egységkockaknak lesz pontosan két lapja piros, melyek az élek
mentén, de nem a cstcsokban helyezkednek el (1 pont)
A két db négyzetlap 8 élén 8- (a - 2) (1 pont)
a 4 oldalélén 4-(b-2) ilyen festett kocka van (1 pont)
8-(a-2)+4-(b-2)=28 (1 pont)
Innen 2a+b=13 (1 pont)
Az élhosszak megfeleld értékei (6 pont)
4] 2 4 3
b 3 ) ¥
A harom lehetséges négyzetes oszlop (1 pont)
térfogata rendre 75 cm?, 80 cm? és 63 cm? (3 pont)

Osszesen: 16 pont



9) Egy pillepalack alakja olyan forgashenger,

amelynek alapkore 8 cm atmérdjiu. A palack

fedokorén talalhatoé a folyadék kiontésére szolgalo

szintén forgashenger alaku nyilas. A két

hengernek koézos a tengelye. A kiontdé nyilas

alapkorének atméroje 2 ecm. A palack magassiga a

kionto nyilas nélkiil 30 cm. A palack vizszintesen fekszik ugy, hogy

annyi folyadék van benne, amennyi még éppen nem folyik ki a nyitott

kionto nyilason keresztiil.

a) Hany deciliter folyadék van a palackban? (Vilaszat egy tizedesjegyre
kerekitve adja meg!) (9 pont)

A palack tartalmat kiontve, a palackot oGsszenyomva, annak eredeti

térfogata 2p szazalékkal csokken. Egy hulladékot idjrahasznositéo cég

(specialis gép segitségével) az ilyen moédon tomoritett palack térfogatat

annak tovabbi p szazalékidval tudja csokkenteni. Az oOsszenyomassal,

majd az azt koveto gépi tomoritéssel azt érik el, hogy a palackot eredeti

térfogatanak 19,5 szazalékiara nyomjak ossze.

b) Hatarozza meg p értékeét! (7 pont)
Megoldas:
a) A fedokor tengelyre merdleges sikmetszete, jo

abra. (2 pont)

cosp = %, amibol = 75,52° (1 pont]

(igy a kérdéses terlilet az O kdzéppontu 2f

kozépponti szogl korcikk és az 0ODC .

haromszog kulonbségekeént adodik.

2B
— 4*m = 21,09 (cm? 1 pont
kiirrikk EED |: ] { p }
4 g

y S %ﬁﬁ = 3,87 [cm?) (1 pont)

Tsrsscier = Tiareae — T, =17,22 (cm?) (1 pont)

Amibol a folyadék térfogata:

1lll'Illlrl'.-':lull.-:h. 2 f‘klﬂ"!-r'l' g I prnlanick = 1? 22 3{:} 5 lﬁ h {{‘ m]} [1 p[}n”

Azaz 5,2 dl folyadék van a palackban. (2 pont)
b) A feltételek szerint [1— n% )(1 gﬂ] 0,195 (ahol p<50) (2 pont)

Rendezve: p° -150p+4025=0 (2 pont)

melynek gydkei p, =35, p, =115 (1 pont)

Utobbi nem megoldasa a feladatnak ( p < 30) (1 pont)

Tehat p=35. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

10) Egy forgaskup nyilasszoge 90°, magassaga 6 cm.

a) Szamitsa ki a kap térfogatat (cm3-ben) és a felszinét (cm2-ben)!
(4 pont)
b) A kiap alaplapjaval parhuzamos sikkal kettévagjuk a kapot. Mekkora
a keletkezo csonkakip térfogata (cm3-ben), ha a metszo sik atmegy a
kup beirt gombének kézéppontjan? (9 pont)
Valaszat egészre kerekitve adja meg!



Megoldas: T ]

a)

bj

W
A kup alapkérének sugara 6em,

alkotojanak hossza 672 = 8,49 cm

—

_ g
térfogata V = Tqm . ; B 72n = 226 cm?
o
A\
:-’f.f. \H\
7 b—p N
/ <
E ;f/ I ‘h P 3
|3 h‘h‘-\' .
| Y
B 8

felszine A=rn(r+a)= E-rﬂ:{!i+ Er-.ﬁ} = 35{1+ \E}n = 273 cm? (1 pont)
JO abra, tartalmazza a gomb sugarat (p), a 45°-0s sziget és a sikmetszet
sugarat (r (2 pont)
p=6-1g22,5° (1 pont)
amibil p=2,49cm (1 pont)
A KCE egyenloszara derékszogt haromszighdl r=6-p (1 pont)
azaz r=3,51cm (1 pont)
A csonkakup magassaga (egyenlo a gomb sugaraval) m = 2,49cm (1 pont)
A csonkakup térfogata V = %{E"’ +Rr+r)= S8 (6" +6-3,51+3,51%)=

(1 pont)
=181 cm? (1 pont)

Osszesen 13 pont

11) Két egyenes hasabot épitiink, Hi-et és Hx-t. AZ épitéshez hasznalt

négyzetes oszlopok (négyzet alapii egyenes hasabok) egybevagoéak,
magassiaguk kétszer akkora, mint az alapéliik. A H, hasab épitésekor a
szomszédos négyzetes oszlopokat az oldallapjukkal illesztjiik Gssze, a Ha
hasab épitésekor pedig a négyzet alaplapjukkal- az abra szerint.

a) A H; és Ha egyenes hasabok felszinének hanyadosa rg?"—i- =0,8. Hany

H;
négyzetes oszlopot hasznaltunk az egyes hasabok épitéséhez, ha H:-
et és Hz-t ugyanannyi négyzetes oszlopbol épitettiik fel? (8 pont)

3n+2
b) Igazolja, hogy {411 e

korlatos! (8 pont)

}(n eN *) sorozat szigorii monoton csokkeno és



Megoldas:

al] Ha a jeléli a négyzetes oszlop alapélének hosszat, és k darabbol készitjik a
hasabokat, akkor H, felszine:

A, =2-2a+2-k-a’+2-k-2a*(=2a"(3k + 2)) (2 pont)
H, felszine: A, =2a’+4 k- 2a° (= 2a*(4k +1)) (2 pont)
A
Az L = 0,8 feltételbdl 3k +2=0,8-(4k+1) (2 pont)
H;
Az egyenlet megoldasa k=6 (1 pont)
tehat 6-6 négyzetes oszlopot hasznaltunk fel az épitéshez (1 pont)

b) Ldsd: Bizonyitasok 9. feladat, Sorozatok 9. feladat

Osszesen 16 pont

12)a) Abrazolja a [0;6] intervallumon értelmezett, x> %Ex -4{+3
hozzarendelési szabdallyal megadott fiiggvényt! (4 pont)

b) Allapitsa meg a fiiggvény értékkészletét! (2 pont)

c¢) Forgassuk meg a [L'}; 4] intervallumra leszikitett fiiggvény grafikonjat

az x tengely koriill Szédmitsa ki az igy keletkezett forgastest

felszinét! (8 pont)
Megoldas: P
a) Abra.... (4 pont) §F -
b) Az értékkeészlet [3;5] (2 pont) 5
c) A keletkezett forgastest egy csonkakup (2 pont) 1
Az alapkorok sugara R=5,r=3 (2 pont) T
Az alkotd hossza Pitagorasz-tétellel: q
a =¥+ 2 =\20 =25 @pont) | T T
lgy a felszin: 2 4 4 53 & 78
A=Rn+r'n+(R+r)an=25n+97n+ 1651 ~ 69,781 ~ 219, 2 (2 pont)

Osszesen: 14 pont

13) Egy centiméterben mérve egész szam élhosszisagn kockat feldarabolunk
99 kisebb kockara gy, hogy koziililk 98 egybevago, 1 cm élii kocka.
Szamitsa ki az eredeti kocka térfogatat! (16 pont)

Megoldas:
Jeltlje a az eredeti kocka élhosszat, b pedig a 99., nem egységkocka élhosszat
centiméterben meérve. A feltételek alapjan a és b pozitiv egészek, és
98=a" -b =(a-b)la” +ab+b"| (3 pont)

Mivel 98 =2-7% és a—b<a’ +ab+ b, ezért 3 eset lehetséges (2 pont)
l.eset: a-b=1¢és a’ +ab+ b’ =98

Ekkor a=5b+1 helyettesités utan a masodik egyenletbol kapjuk, hogy
3b° + 3b =97, ami nem lehet, hiszen 3 nem osztoja 97-nek (3 pont)
Il. eset: a—b=2 és a’ +ab+ b’ =49

Ekkor b*+2b=15, ahonnan a feltételeknek megfelelé megoldas: b=3 és
a=3 (3 pont)



[l eset: a-b=7 és a’ +ab+b* =14

Ekkor 3b" + 21b=-35, ami nem lehetséges, ugyanis b pozitiv egész (3 pont)

Azt kaptuk, hogy az eredeti kocka éle 5 cm, igy térfogata 125 cm3 (2 pont)
Osszesen: 16 pont

14) Kartonpapirbél kivagunk egy 1,5 dm magassagi ABC szabalyos
haromszoglapot. A haromszoglapon parhuzamost hizunk a haromszog
mindegyik oldalaval, mindegyikbol ugyanakkora 0,5 deciméternél kisebb
x tavolsagra. Ezek az egyenesek az ABC, szabalyos haromszog
oldalegyenesei.

a) frja fel az A B,C, hiromszog teriiletét x fiiggvényében! (6 pont)
b) Szeretnénk egy A BC, alapui x magassagu, feliill nyitott egyenes
hasab alakd iroasztali tolltartot létrehozni a lapbél, ezért levagjuk a
folosleget, majd az A B/C, haromszog élei mentén felhajtottuk a

hasab oldallapjait. Mekkora x estén lesz a keletkezett hasab térfogata
maximalis? (10 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Sikgeometria 14. feladat
b) A hasab alaplapja A B,C, haromszbdg, magassaga x.

3({1—2::} _ 343
4

V(ix)=T:x -

——(4x" —4x" + x) (1 pont)

ahol Er-:x-:% (1 pont)

A V flggvény differencialhaté az  értelmezési tartomanvan  é€s

3\."“

V'(x)=——(12x* -8x +1) (2 pont)
3,;—( ‘-8x+1)=0 (1 pont)
Megoldasai: é illetve é (1 pont)

1 ' 1 1 1

D<cx<— X=— — < X< —

4] 6 2

V'(x) pozitiv =0 negativ

Vix) novo maximum csikkend
(3 pont)

A hasab térfogata maximalis, ha az x tavolsagot % dm hosszunak valasztjuk.

| (1 pont)
Osszesen: 16 pont

15) Egy iizemben 4000 cm3-es, négyzet alapii, egyenes hasab alakn, feliil
nyitott siitoedények gyartasat tervezik. Az edények kiilso feliiletét
tiizalld zomancfestékkel vonjak be. (A belso feliilethez mas anyagot
hasznalnak.)

a) Szamitsa ki, mekkora feliilletre kellene tizallé zomancfesték egy
olyan edény esetén, amelynek oldallapjai 6,4 cm magasak! (3 pont)



b) Az iizemben weégiil Ggy hataroztak meg az edények meéretét, hogy a
gyartasukhoz a leheto legkevesebb zomancfestékre legyen sziikseég.
Szamitsa ki a gyartott edények alapélének hosszat! (9 pont)

c) Minoségellendrzési statisztikak alapjan ismert: 0,02 annak a
valoszinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott edény selejtes.
Egy aruhazlancnak szallitott 50 darabos tételben mekkora

valosziniiséggel lesz pontosan 2 darab selejtes? (4 pont)

Megoldas:
a) Az edény alapéle legyven x cm hossza

4000 = x* - 6,4 (1 pont)

x=25 (1 pont)

A zomanccal bevonhato feliilet tertlete tehat

625+ 4-25.6,4 =1265ecm? (1 pont)
b) Ha az edény magassidga m cm, akkor 4000=x"-m és a zomanccal

bevonandé feliilet teriilete cm2-ben T = x* + 4xm (1 pont)

Az m-et a térfogatra felirt 6sszefliggéshbal kifejezve és behelyettesitve T-be

, 16000
T=x"+ (1 pont)
A

Tekintsiika T: R* — R;T(x)= £ ¥ Lol Mggvenyt (1 pont)

T-nek ott lehet szélséértéke, ahol a derivaltja O (1 pont)

T'(x)=2x Iﬁﬂj}ﬂ (1 pont)

X
T'(x)=0< x* =8000 < x =20 (1 pont)
Mivel T"(x) =2+ BZELDG pozitiv az x = 20 helyen (1 pont)
X

ezért a T fggvénynek az x = 20 helyen abszolut minimuma van (1 pont)

A gyartott edények alapéle 20 cm (1 pont)
c) Ldasd: Valdszintiségszamitas 23. feladat

Osszesen: 16 pont

16) Egy iizemben olyan forgashenger alaki konzervdoboz gyartasat

szeretnék elkezdeni, amelynek térfogata 1000 cm3. A doboz aljanak és

tetejének anyagkoltsége 0,2 cm? Ft, mig oldalanak anyagkoltsége 0,1

cm? Ft.

a) Mekkorak legyenek a konzervdoboz meéretei (az alapkér sugara és a
doboz magassiga), ha a doboz anyagkéltségét minimalizalni akarjak?
Vilaszat cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsa ki a
minimalis anyagkoltséget is egész forintra kerekitve! (13 pont)

A megtoltott konzervdobozokat tizenkettesével csomagoltak

kartondobozokba. Egy ellendrzés alkalmaval 10 ilyen kartondoboz

tartalmat megvizsgaltak. Minden kartondoboz esetén feljegyezték, hogy

a benne talialhaté 12 konzerv kozott hany olyat talaltak, amelyben a

toltosily nem érte el az eldirt minimalis értéket., Az ellendrék a 10

kartondobozban rendre O, 1, 0, O, 2, 0, 0, 1, 3, O ilyen konzervet

talaltak, s ezeket a konzerveket selejtesnek minositették.

b) Hatarozza meg a kartondobozonkénti selejtes konzervek szamanak
atlagat, és az atlagtol mért atlagos abszolit eltérését! (3 pont)



Megoldas:

a)

b)

Ha r a doboz alapkérének sugara m pedig a doboz magassaga cm-ben mérve,

akkor V = r’azm ahonnan m = E - IDEDG (1 pont)
r'e rm
Az alap- és a fedélap egytittes anyagkdltsége r fliggvényében 0,2 2r°n (1 pont)
A palést anyagkéltsége 0,1.2rn- —— = 290 (2 pont)
rm r
A teljes anyagkdltség r > 0 esetében
f{F}—U,4F':ﬂ+@ (1 pont)
r
Az [ fOggvénynek a pozitiv szamok halmazan ott lehet minimuma, ahol
derivaltja 0. (1 pont)
f'(r)=0,8rn- EQ}D (2 pont)
2

f'(r)=0ha ;r[: J{?{;E: =4,3 (1 pont)

£(r) = 0,81 + 4{::0
r

> 0, ezért itt valoban minimalis fértéke (1 pont)

Minimalis anyagkdltséghez tartozo magassag

mum,?ﬂtl?,ﬂcm (1 pont)
rem

Tehat a minimalis anyagkoltség forintra kerekitve 70 Ft (2 pont)

Az adatok atlaga 0,7 (1 pont)

A minta atlagtol meért atlagos abszolat eltérése
6'0'?*'2‘?}?”‘34_2‘3=D,E4 (2 pont)

17) Egy epitokészletben a rajzon lathaté négyzetes hasab

Osszesen: 16 pont
illeszkedését az egyik elem tetején kiemelkedo négy 6)
egyforma kis henger és a masik elem aljan lévo nagyobb

henger szoros, érintkezo kapcsolata biztositja. (Ez azt

jelenti, hogy a hengerek tengelyére mercleges

sikmetszetben a nagyobb kért érinti a négy kisebb koér, " -
amelyek kozéppontjai egy négyzetet hatdaroznak meg.)
Tudjuk, hogy a kis hengerek sugara 3 mm, az egymas
melletti kis hengerek tengelyének tavolsaga pedig
12 mm.

a) Mekkora a nagyobb henger atmeéroje? Valaszat milliméterben, két
tizedesjegyre kerekitve adja meg! (S pont)

A készletben az épitoelemek kék vagy piros sziniiek. Péter 8 ilyen

elemet egymasra rak agy, hogy tobb piros szini van kéztiik, mint keék.

Lehet, hogy csak az egyik szint hasznalja, de lehet, hogy mindkettot.

b) Hanyféle kiilonbozo szin Osszeallitisi B emeletes tornyot tud
épiteni? (4 pont)

alakii elem is megtalilhaté. Két ilyen épitoelem /




A gyarban (ahol ezeket az épitoelemeket készitik) nagyon iigyelnek a
pontossagra.

Egymillié épitoelembol atlagosan csupan 20 selejtes. Andras olyan
készletet szeretne vasarolni, melyre igaz a kovetkezo allitas: 0,01-nal
kisebb annak a valosziniisége, hogy a dobozban talalhato épitoelemek
kdzott van selejtes.

c) Legfeljebb hany darabos készletet vasarolhat Andras? (7 pont)

Megoldas: s
. "

a) Jo abra rajzolasa (1 pont) ) /ﬂ j

A kis kor kp-ja egy 12 mm oldala négyzetet alkot(1 pont) L y Nl

Ennek az atloja IEJ_ (1 pont) ',

Mivel ez éppen 2R+ 6 (1 pont) \ L

d=2R=(12y2-6)~10,97 mm (1 pont}) T3
b) Lasd: Valoszinuségszamitas 25. feladat &* j =7\ [ )
c) Lasd: Valészintliségszamitds 25. feladat s S~

Osszesen: 16 pont

18) Egy 15°-0s emelkedési szogii hegyoldalon allé fiiggoleges fa egy adott
idopontban a hegyoldal emelkedésének iranyaban 3 meéter hosszia
arnyékot vet. Ugyanebben az idopontban a kozeli vizszintes fennsikon
allé turista arnyékanak hossza éppen fele a turista magassaganak. Hany
méter magas a fa?

Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! (12 pont)
Megolddas:
A szovegnek megfelelé, az adatokat

helyesen feltlintetd abra. (2 pont)
Az ACB és DFE szogek egyenlok, mivel
mindkeité a napsugarak ¢és a
fliggoleges altal bezart szog. (1 pont)
A DEF dereksziogia haromszogben:

a 1

g = —=— 2 pont

Be=g =g |2 pont)

a=26,57° (1 pont)
BAC szdg (90° - 15° =)75° (1 pont)
fgy p=~78,43°, (1 pont)
(Szinusztétel az ABC haromszigben:) M = (2 pont)

sin 26,57V 3

x =6,57 (1 pont)

A fa tehat kortlbelil]l 6,6 méter magas. (1 pont)

Osszesen: 12 pont

19) Aranyékszerek készitésekor az aranyat mindig 6tvézik valamilyen masik
fémmel. A karat az aranyotvozet finomsagat jeloli. Egy aranyotvozet 1

karatos, ha az otvozet teljes tomegének 2—];' része arany, a k karatos

aranyotvozet tomegének % része arany.



Kata orokolt a nagymamajatol egy 17 grammos, 18 karatos aranylancot.
Ebbol két darab 14 karitos karikagyiiriut szeretne csinaltatni.
a) Legfeljebb hany gramm lehet a két gyluri egyiittes tomege, ha
aranytartalmuk osszesen sem tébb mint az aranylanc aranytartalma?
(4 pont)
b) Kata wvégiil két olyan gyurit készittetett, amelyek egyiittes tomege
16 gramm. (A megmarado 14 karatos aranyotvozetet tortaranyként
visszakapta.) Az elkésziilt két karikagyirii tekintheto két lyukas
hengernek, amelyek szélessége (a lyukas hengerek magassaga)
megegyezik. Az egyik gyiiri belsé Atméroje 17 mm, és mindenhol 1,5
mm vastag, a masik gyiiri belso atmérdje 19,8 mm, vastagsaga pedig
mindenhol 1,6 mm.
Hany mm a gyuriik szélessége, ha a készitésiikhéz hasznalt 14

karatos aranyotvozet surisége 15—rgw 5 (10 pont)
em’
Valaszait egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!
Megoldas:
a) Ldasd: Szdveges feladatok 12, feladat
b) A két gyira térfogatanak dsszege V = = = % =1,0667 cm” = 1066,7 mm”.
P
(2 pont)
Egy gytra téerfogata két henger térfogatanak kiilonbsége. (1 pont)
Az egyik gyurd belsd sugara 8,5 mm, kilsd sugara 10 mm, és ha x a keresett
szélesség, akkor V, =10° -n-x-8,5" - x = 87,2x (mm?3). (2 pont)
A masik gyara bflsu sugara 9,9 mm, kilsé sugara 11,5 mm, igy
V,=11,5" 'n-x-9,9" . n-x = 107,6x (mm3) (2 pont)
V =V +V,, azaz 1066,7 = 87,2x +107,6x. (1 pont)
Ebbél x = 5,48 mm. (1 pont)
A gyaruk szélessége 5,5 mm. (1 pont)
Osszesen: 14 pont
20) Egy cég a fiiggoleges irany kijelGlésére = o

alkalmas, az épitkezéseknél is gyakran [ = | ¢ uin " /‘_ "—"1\
hasznalt , fiiggoont” gyart, amelynek
nehezéke egy acélbol késziilt test, Ez a
test egy 2 cm oldalhosszusagn szabalyos
otszog egyik szimmetria-tengelye koriili

forgatasaval szarmaztathaté (lasd az

abran).
a) Hany cm?® a nehezék térfogata? Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve
adja meg! (© pont)

A minoség-ellenorzés 120 darab terméket
vizsgalt meg. Feljegyezték az egyes
darabok egész grammokra |kerekitett
tomegét is. Hatféle tomeg fordult eld, ezek
relativ gyakorisagat mutatja az I I l -
oszlopdiagram.
b) Keészitsen gyakorisagi tablazatot a 120

adatrol, és szamitsa ki ezek atlagat és szorasat! (S pont)

relativ
gyll:nr.ing
|'- e

-
=



Megoldas:

a)

b)

A nehezeék terfogata egy forgaskup és egy csonkakip térfogatanak dsszege,

(1 pont)
A forgaskup magassaga az AFB
derékszigl haromszogbol:

m =2.cos54° (2 pont)
A kup alapkérének sugara:
r=2-sin54° (1 pont)
A csonkakup h magassaga a CGD
derékszigl haromszigbol:
h=2-8in72° (2 pont)
A forgaskup térfogata:
o :

Vigp 2T (1 pont)
A csonkakap térfogata:
S 1’939 (1,627 +1,62-1+1°)

(1 pont)
A nehezék térfogata a ketto dsszege:
Viip + Vesonkakap = 3,24 +10,39 =13,6 (em3), (1 pont)

Lasd: Statisztika 9. feladat
Osszesen: 14 pont

21) Egy iizemben olyan digitalis miiszert gyartanak, amely kétféle adat

mérésére alkalmas: tavolsigot és szoget lehet vele meghatarozni. A

gyartosor meghibasodott, de ezt hosszabb ideig nem vették észre.

Ezalatt sok méroeszkozt gyartottak, am ezeknek csak a 93%-a adja meg

hibatlanul a szoget, a 95%-a méri hibatlanul a tavolsagot, sot a gyartott

meéroeszkozok 2%-a mindkét adatot hibasan hatarozza meg.

a) Az egyik minoségellenor 20 darab miiszert vizsgal meg visszatevéses
mintavétellel a meghibasodasi idoszak alatt késziilt termékek koziil.
Mekkora annak a valésziniisége, hogy legfeljebb 2 darab hibasat talal
kozottiik? (Egy miszert hibasnak tekintiink, ha akar a szoget, akar a
tavolsagot hibasan méri.) (7 pont)

Vizszintes, sik terepen futé patak talpartjan allé fa magassagat kell

meghataroznunk. A sikra merolegesen allo fat megkozeliteni nem

tudjuk, de van egy kisméreti, digitalis miiszeriink, amellyel szdget és

tavolsagot is pontosan tudunk mérni. A patakparton kituzziik az A és B

pontokat, amelyek 10 méterre vannak egymastol. Az A pontbol 55°-0s, a
B-bél 60° -os emelkedési szbg alatt latszik a fa teteje. Szogmeéréssel még

megallapitjuk, hogy ATB< =90, ahol T a fa ,talppontja”.
b) Milyen magas a fa? (9 pont)

Megoldas:

a)

Lasd: Valoszimiségszamitas 29, feladat



b)

Jo abra felrajzolasa (2 pont) I

Az ATP haromszdgbél: AT =— =~ 0,700k (1 pont)
tg55"
A BTP haromszogbol: BT = . 2[]“ =0,577h (1 pont)
g
Az ATB derékszdgll haromszoghol Pitagorasz-tétellel i
adodik: (1 pont)
&g crpn (1 pont) |
tg=55" tg 60" - il
Innen h=11m. (2 pont) :

A fa magassaga tehat kortilbeliil 11 méter. (1 pont) _ﬁ*‘""’r o

Osszesen: 16 pont

22) Kovacs 1ir a tetoterébe egy téglatest alakn beépitett szekrényt készittet.

Két vazlatot rajzolt a terveirol az asztalosnak, és ezeken feltiintette a
tetotér megfelelo adatait is. Az elso vazlat ,térhatasa”, a masodik pedig
elélnézetben abrazolja a szekrényt.

A tetotér adottsagai miatt a szekrény meélységének pontosan 60 cm-nek

kell lennie.

a) Mekkora legyen a szekrény vizszintes és fiiggoleges meérete (azaz a
szélessége és a magassaga), ha a leheto legnagyobb térfogati
szekrényt szeretné elkészittetni? (A magassdg, a szélesség és a
meélység a szekrény kiilso méretei, Kovacs ur ezekkel szamitja ki a
térfogatot.) (8 pont)

A szekrény elkeésziilt. Az akasztos részébe Koviacs ar vasarnap este 7

inget tesz be, a hét minden napjara egyet-egyet. Az ingek kozott van 2

fehér, 2 vilagoskék és 3 sarga. Reggelente nagyon siet, ezért Kovacs fir

csak benyil a szekrénybe, és anélkiil, hogy odanézne, véletlenszeriien
kivesz egy inget.

b) Mennyi a valésziniisége annak, hogy a hét els6 hirom napjan vagy
harom kiilonb6zo szinu wvagy harom egyforma szinu inget valaszt?
(Ha valamelyik nap viselt egy inget, azt utana mar nem teszi vissza a
szekrénybe.) (8 pont)

Megoldas:

a)

Ha a szekrény magassaga x meéter, akkor
szélessége az abran lathatdé egyenld
szaru haromszogek miatt 44/2 - 2x. (2
pont)

A térfogata pedig: V=0, 6,1.;[4\@_ 2x), ; e e .
amennyiben 0 < x < 242 . (1 pont) 157 _ 45
Az X = ﬂ, ﬁx[r'-l--qﬁ - 2_:\'_’) masodfokn a iv2 — 2x r

fliggvénynek két zérushelye van, a 0 és a 242, (1 pont)

f



b)

lgy a negativ féegylitthatd miatt ennek a fliggvénynek a maximuma a két
zerushelye szamtani kdzepéneél, az x = J2 helyen lesz. (2 pont)
Mivel a /2 eleme a feladat értelmezési tartomanyanak, ezért a legnagyobb
térfogatt szekrény magassaga kortlbelill 1,41 méter, szélessége pedig
kortlbelil 2,83 meéter lesz. (2 pont)
Lasd: Valoszinliségszamitas 30. feladat, Kombinatorika 30. feladat

Osszesen: 16 pont

23) Egy 2 cm sugari, 20 cm széles festohengerrel dolgozva egy fordulattal

koriilbeliil 3 ml festéket visziink fel a falra. (A festohenger csiiszas nélkiil
gordiil a falon.)

a) Elegendo-e 4 liter falfestéket vasarolnunk, ha a szobankban 40 m?’-

nyi falfeliiletet egy rétegben, egyszer akarunk lefesteni? (6 pont)
b) Milyen magasan allna 4 liter falfesték a 16 cm atmérdju,

forgashenger alaki festékes vodorben?
Valaszat cm-ben, egészre kerekitve adja meg! (5 pont)

Megoldas:

a)

b)

24)

Az egy fordulattal lefestett falfeltilet nagysaga a (festéjhenger palastjanak

tertiletével egyenlo., (1 pont)
T = 2+2-20-7 = 80n(~ 251,3 cm®) (1 pont)
40 m’ = 400000 cm’, (1 pont)
tehat a teljes falfelilet befestéséhez
400000 ey N
kb. 5513 = 1592 fordulatra van sziikség a festdhengerrel. (1 pont)
Ennyi fordulattal kb. 1592.3 = 4776 ml festéket visziink fel a falra. (1 pont)
4 liter festék megvasarlasa tehat nem elegendo. (1 pont)
4 liter = (4 dm” =)4000 cm’ (1 pont)
r=8cm (1 pont)
4000 cm’ =8 -nt-m (1 pont)
Ebbdl m = ol =19,9(cm). (1 pont)
64n
A festék tehat kb. 20 cm magasan allna a vodorben. (1 pont)

Osszesen: 11 pont

a) Egy kocka és egy gomb felszine egyenlo. Bizonyitsa be, hogy a gomb
térfogata nagyobb, mint a kockaé! (6 pont)

Két fémkocka osszeolvasztasaval egy nagyobb kockat készitiink., Az
egyik beolvasztott kocka egy élének hossza p, a masiké pedig g

(p>0,g>0). (Feltessziik, hogy az Osszeolvasztissal kapott kocka

térfogata egyenlo a két 6sszeolvasztott kocka térfogatanak osszegével.)
b) Igazolja, hogy az Osszeolvasztassal kapott kocka felszine

6-3(p°+a°) . (2 pont)

c¢) Bizonyitsa be, hogy az oOsszeolvasztassal kapott kocka felszine
kisebb, mint a két dsszeolvasztott kocka felszinének osszege! (8 pont)



Megoldas:

a)

D)

Ha a két test felszine egyvarant

p_06 P 1,8
; A® T ¥
A, akkor V| .. = P (2 pont) | ;
{ 1 ' m m
) -I'd-l- ; ! 1
Vesr = 36— (2 pont) : :
Mivel 36m<6’, ezért a gémb A 1,8 B
térfogata valoban nagyobb a kocka térfogatanal. (2 pont)

Az Osszeolvasztassal kapott kocka térfogata p'+q°, ezért élének hossza

Ip’+q, (1 pont)
felszine tehat 5-(3,||'p‘ - q")- , ami valoban 6- ﬂ'{p" +g" }'2 -nel egyenlo. (1 pont)
A bizonyitando allitas: 6-(p" + q"}z <6:(p*+q°) (1 pont)

Mindkét oldalt 6-tal osztva és kobre emelve (az x' flggvény szigori
2 3

monotonitasa miatt): (p*+q’) <(p’ +q") (1 pont)

Elvégezve a hatvanyozasokat: p®+2p'q’ +q" < p" +3p'q* +3p’g" +g". (2 pont)

Rendezve és a pozitiv p’q” szorzattal osztva: 0<3p° +3g° -2pg. (1 pont)
0<2p°+2¢° +(p-q)°, (1 pont)
ez pedig mindig igaz (hiszen a jobb oldalon két pozitiv és egy nemnegativ szam
oOsszege all). (1 pont)
Mivel minden atalakitas ekvivalens volt, ezért a bizonyitando allitas is igaz.

(1 pont)

Osszesen: 16 pont

25) Egy kisiizemi meggymagozo-adagold gép 0,01 wvaldosziniiséggel nem

tavolitja el a magot a meggybol, mielott a meggyszemet az iivegbe teszi.
A magozogépen athaladt szemek koziil 120-120 darab keriil egy-egy
iiveghbe.
a) Szamitsa ki annak a valdsziniliségét, hogy egy kivilasztott iliveghen
legalabb 2 darab magozatlan szem van! (S pont)
A termelés soran keletkezett hulladékot nagy méretii kontémnerbe
gyijtik, melyet minden nap wveégén kiliritenek és kitisztitanak. A
konténer egyenes hasab alakii. A hasab magassaga 2 m, alaplapja
hirtrapéz, melynek méretei az 1. abran lathaték. A konténert vizszintes
feliileten, az 1,8 mx2 m-es (tégla-lap alaki) lapjara allitva helyezik el
(lasd a 2. abrat).

7 <

I abra 2. dbra
b) Szamitsa ki a hasab térfogatat! Hatarozza meg, hogy milyen magasan
all a konténerben a tisztitasihoz beletéltott 2,7 m?® térfogatn
folyadeék! (11 pont)




Megoldas:

a)
b)

Lasd: Valdsziniségszamitas 38. feladat
(A hasab alaplapja az ABCD hurtrapéz.)

Az abra jelGléseit hasznalva, az APD derékszioga haromszoghdl Pitagorasz-

tételle; M=Vl —=0,67 =0,8 (m), (1 pont)

A hasab alaplapjanak (az ABCD trapéznak) a terilete: [l’az+3.[}+3=]1,gg
(m=), (1 pont)
tehat a hasab (a konténer) térfogata: (=-292,1) 3,84 m?°. (1 pont)

A tisztitd folyadék x méter magassagban all a konténerben. A folyadék egy
olyvan szimmetrikus trapéz alapu egyvenes hasabot tolt meg, (1 pont)

amelynek a magassaga 2 meter, az alaplapjanak a tertlete pedig

[E:]},as (m?2), (1 pont) n_08 ID i {-.2 08 ¢
2 1\13 1.8 I Y A

Az (abra szerinti) APD eés ARS = |
derékszigli haromszdgek |
hasonlosaga miatt L /
aga AR AP’ A 1.8 B

(1 pont)

azaz 1i=l:"'E' =§. (1 pont)

x 08 4

SV=18+2y=18+15x, ezért (mivel az ABVS trapéz terilete 1,35 m?)
,8+1,8+1,5x

> x=135 (1 pont)
Ebbél 1,5x° +3,6x-2,7=0, (1 pont)
amelynek a gyokei 0,6 és -3, (1 pont)

(A =3 nem felel meg, tehat) a tisztito folyadék 0,6 méter magassagban all a
konténerben. (1 pont)

Osszesenl6 pont

26) Egy automatanak 100 gramm tomegiu hasabokat kell két egyenlo tomegu

részre szétvagnia. A két darab koziil az egy az A futdoszalagra keriil, a

masik a B futoszalagra. Az utolsé négy daraboldsnil az automata hibaja

miatt az A futoszalagra keriilt darabok tomege 51 g, 52 g, 47 g, 46 g.

a) Igazolja, hogy a két futoszalagra keriilt 4-4 darab tomegének atlaga
kiilonbozik, a szorasa pedig megegyezik! (5 pont)

Egy haromoldalia egyenes hasab alapéleinek hossza:

AB =4, AC=BC=.13 , a hasab magassaga 2.3 hosszusagi. Az AB alapél

egyenesére illeszkedoé S sik 30°-os szoget zar be a hasab alaplapjaval, és

két részre vagja a hasabot.

b) Szamitsa ki a két rész térfogatanak aranyat! (11 pont)



Megoldas:

a)
b

Lasd: Statisztika 11. feladat

Helyes abra. (1 pont) A c’
A 30°-o0s szig helyes értelmezése (példaul a szig M/
jelélése az abran). (1 pont)
Az ABC egyenldszaru haromszog AB oldaldahoz tartozo 243
magassaga (Pitagorasz-tétellel): TC=23. (1 pont)
Az S sik a CC élt a H pontban metszi. A TCH
derékszogl haromszoghol: tan30° = % (1 pont) A
ahonnan CH =(TC-tan30°=)3- £ =3, (1 pont)
Az ABC lapot tartalmazo rész l:g',f tetraéder, melynek ABC lapjahoz tartozo
magassaga CH. (1 pont)
-CH
{ ase =6, Ez‘gﬂ} ABCH — M _2"}'—‘ =3 45]
3 (1 pont)

A masik rész térfogatat megkapjuk, ha az elsé rész térfogatat levonjuk az
eredeti hasab térfogatabdl. (1 pont)
Vapcawe = Tape " CC' = 12\@-{1 201?8) (1 pont)
Vi se = 1243 - 243 =1043 (2 17,32) (1 pont)

v

a2V _1 (1 pont)

FM'B'::' i 10\‘{5 - E
Osszesen: 16 pont

27)6 cm oldaléli tomor ABCDEFGH kocka BF élén megjeloltiik az él P

felez6pontjat, majd a kockat kettévagtuk az E, G, P pontokra illeszkedo
sikkal (az abra szerint). g

"

# & & [

a) Mekkora a kettévagas soran keletkezett nagyobbik

test felszine? (8 pont) .
b) Mekkora szdget zar be a metszo sik és a kocka EFGH
lapjanak sikja? (4 pont)
Megoldas:
a) A nagyobbik testet harom (6 cm oldala) négyzet, két egybevagd derékszoga
trapéz és két (nem egybevago) egyenlo szara haromszog hatarolja. (1 pont)
A harom neégyzet €és az EGH egyenld szaru derékszogu haromszog tertlete
egylitt (3,5-36=)126 (cm’). (1 pont)
A derékszogl trapézok alapjanak hossza (cm-ben mérve) 6 és 3, magassaga 6,
tertilete 27 (cm”?). (1 pont)

Az EGP egyenlo szarti haromszog EG alapjanak hossza 64/2(=8,5), (1 pont)

szarainak hossza (Pitagorasz-tétellel) v6° + 3° = /45 = 3J5(= 6,7), (1 pont)
az alapjahoz tartozo magassaga ([Pitagorasz-tétellel)

J(3V5) ~(3v2)' =27 =343 (~5.2). (1 pont)




Az EGP haromszig tertlete @ = f-}q.."ﬁ{: 22,0). (1 pont)
A nagyobbik test felszine kb. (126 +2-27 +22,0 =) 202em®. (1 pont)
b) Ha az EG lapatlé felezépontjat O-val jeldljiik, akkor a keresett szog az FOP<
(mert FO és PO is merdleges a két sik EG metszésvonalara), (1 pont)
Az FOP haromszog derékszogl, FP =3(cm) és FO = 3vJ2(em). (1 pont)
3
tg FOP<« = ——(=0,7071 1 pont
g 33 t ) (1 pont)
FOP« = 35, 3° (1 pont)
Osszesen: 12 pont
28)
a) Az ABCD négyzet koriilirt korén felvettiink egy olyan P pontot,
amelyik mnem «cstcsa a négyzetnek. Bizonyitsa be, hogy
AP? + CP? = BP? + DP*. (4 pont)
Egy cég az altala forgalmazott poharakat
négyesével csomagolja gy, hogy a poharakhoz
meég egy talcat is ad ajandékba. A 20 em (belso)
atmeérojia, feliill nyitott forgashenger alakn
talcara négy egyforma (szintén forgashenger
alakd) poharakat tesznek 1ugy, hogy azok
szorosan illeszkednek egymashoz és a talca
oldalfalahoz is.
b) Igazolja, hogy a poharak alapkorének sugara nagyobb 4,1 cm-nél!
(S pont)
A pohar fala 2,5 mm vastag, belso magassaga 11 cm.
c) Igaz-e, hogy a poharba belefér S dl iidito? (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Bizonyitasok 19. feladat
b) Ldasd: Sikgeometria 28, feladat
c) Mivel a pohar fala 2,5 mm vastag, igy a belsdé sugara nagyobb, mint
(4,1-0,25) =3,85 cm, (1 pont)
A pohar térfogata: V,,, >3,85"-1-112512 cm®. (1 pont)
1dl =100 em”, (1 pont)
tehat igaz, hogy belefér 5 dl tditd a poharba. (1 pont)

Osszesen: 13 pont

29) Egy féemlemezbol késziilt, forgashenger alaki hordéban 200 liter viz fér

el.
a) Mekkora teriiletii féemlemez kell a 80 em magas, feliil nyitott hordo
elkészitéséhez, ha gyartasa soran 12%-nyi hulladék keletkezik?
(6 pont)
Egy kisvallalkozasnal tobb kiilonbozo méretben is gyartanak 200 literes,
forgashenger alaki lemezhordokat.
b) Mekkora annak a 200 liter térfogati, feliil nyitott forgashengernek a
sugara és magassaga, amelynek a legkisebb a felszine? (10 pont)



Megoldas:

a)

b)

30) Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE, BF, CG, DH élei

200 liter = 200 dm’ (1 pont)

A hordé alapteriilete [% =] 25 dm?, (1 pont)
. 25

a sugara pedig | ,[— = | 2,82 dm. (1 pont)
T

A palast teriilete (2n-2,82-8 =) 142 dm”, (1 pont)

a hordd kérilbeliil 167 dm?® teriiletti lemezbdél all, (1 pont)

167

A hordo gvartasahoz

= 190 dm®lemezre van szitkség. (1 pont)

(Minden hosszisagot dm-ben meértink, r a henger sugara, m pedig a
magassaga.) A felill nyitott henger térfogata: r'nm = 200, felszine: r'n+ 2rom.
(1 pont)

m= E , €zzel a 200 literes henger felszine A{r)=|r'n+ Qm_ﬂi?() :}r:ﬂ 1 290

T i Y

r

(2 pont)

Az Alr)=r'n+ 200 (r = 0) fliggvény derivalhato, és ott lehet minimuma, ahol
r

a derivaltja 0. (1 pont)
Alr)=2rn- 420 (1 pont)
T
2nr - iq;q =0, amibdl r=3 EUD[: 3,99). (2 pont)
r rr

Az A flggvény masodik derivaltja mindenhol pozitiv, tehat a 3,f2ﬂﬂ ennek a
T

Mggvénynek (abszolat) minimumhelye. (1 pont)

A legkisebb felszint, fellil nyitott forgashenger sugara kortlbeltl 3,99 dm,

(1 pont)

magassaga 2?“ = 3,99dm. (1 pont)
r'e

Osszesen: 16 pont

merolegesek az ABCD alaplapra. Az A csicsbol kiindulo
harom €l hossza AB = AD =8 egység, AE =15 egyseég.

a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok skalaris szorzatat!
(3 pont)
A neégyzetes oszlop koéré egy P cshcsponti forgaskipot
illesztiink 1gy, hogy az A, B, C, D csicsok a kiap
alaplapjara, az E, F, G, H csiucsok pedig a kap palastjara
illeszkedjenek. (A kap és a négyzetes oszlop tengelye
egybeesik.) A kip magassaga 45 egység.
b) Szamitsa ki a kip felszinét! (7 pont)
c¢) Hany olyan derékszégi haromszog van, amelynek egyik befogéja 15
egység hosszid, és a masik két oldala is egész szam hosszusagu? (Az
egybeviagd haromszigeket nem tekintjiik kiilonbézoknek.) (6 pont)




Megoldas:

a)
b)

c)

Lasd: Koordinatageometria 25. feladat P
Jelolje O az ABCD négyzetnek (és a kap alaplapjanak)
a kézéppontjat, Q az EFGH négyzet kdzéppontjat. A
kupbdl az EFGH sik egy kisebb kupot metsz ki, amely
az eredetihez (kdzéppontosan) hasonlo (a hasonlosag 30
kézéppontja a P pont). PO=PO-00Q0=45-15=230,

. . ) PQ 30 2 , 45
a hasonlésag aranya — = — = —, 2 pont
1By £ ya PO 45 3 (2 pont) T .
A kisebb kup alapkérének sugara (az EFGH négyzet —=
V2-8 s

kéreé irt kor sugara) QE=T=4J§{= 5,66). A

hasonlosag miatt a Kkoérdlirt kap alapkorének a
sugara ennek az 1,5-szerese: R = 642 (= 8,49) (2 pont)
A koridlirt kup alkotoja (az alapkdér sugarabdl és a kup magassagabol

Pitagorasz-tétellel) a = J{E.JE }'J +45% = 2097 (= 45,79). (2 pont)
A kortilirt kup felszine R’n+ Rna =1446,9 (teriiletegység). (1 pont)

Ldasd: Sikgeometria 34, feladat

Osszesen: 16 pont

31) Egy bivész két egyforma ,dobodtetraédert” hasznal az egyik

mutatvianyahoz. A dobédtetraéder alakja olyan szabilyos haromoldali
giila, amelynek alapéle 6 cm hosszii, az oldalélei pedig 30° -os sziget
zarnak be az alaplap sikjaval.

a) Hatarozza meg a tetraéder térfogatat! (6 pont)
A tetraéderrel 1l-est, 2-est, 3-ast vagy 4-est lehet dobmi (a dobas
eredményének az alsé lapon lévé szamot tekintjiik). Az 1l-es, a 2-es,
illetve a 3-as dobasanak wvalészinisége egyenlo. A 4-es dobas
valoszintusége otszor akkora, mint az 1-es dobasé.

b) Ha a biivész a két dobodtetraédert egyszerre dobja fel, akkor mennyi
annak a valoszinusége, hogy a dobott szamok Gsszege 6 lesz? (5 pont)

Megoldas:
a) Az abra jeloleseit hasznaljuk. A gula ABC ’

b)

alaplapjanak kdézéppontja (sulypontja) S. DS
merdleges az alaplapra, a feltétel szerint pedig
SBD<x = 30°,

BS az ABC szabalyos haromszog
magassaganak (stulyvonalanak) kétharmada:

2 3

BS:E-?-E-=2\F'5%3,46 cm. (2 pont)
A guala testmagassaga DS = BS - tg30°=2 cm. (1 pont)
Az ABC haromszog tertilete: T = AH;: v3 = 6 :rg =93 = 15,59 cm®. (1 pont)
A gula térfogata tehat: V = T% - 643 ~(10,4)cm’® (1 pont)

Lasd: Valésziniiségszamitas 46. feladat
Osszesen: 11 pont



32) Egy 33x18 cm-es kartonlapbol (kivagassal,
hajtogatassal)] téglatest alaka dobozt |
készitenek. A doboz (sotétre szinezett) |
kiteritett halojat és méreteit az abra
szerint vialasztjak meg. .
a) Hatarozza meg a doboz térfogatat, ha |

a=T7 cm! (3 pont) - i A1 b 4
b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢, élek hosszat ahhoz, hogy a
doboz térfogata maximalis legyen? (9 pont)

Egy téglatest barmely harom csiicsa egy haromszoget hataroz meg.
c) A téglatest csiicsai altal meghatarozott haromszogek kozott hany
olyan wvan, amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik

lapjanak sikjaval sem? (4 pont)
Megoldas:
a) A szakaszok hosszat cm-ben mérve
2a+c=18 miatt c=18-2-7T=4. (1 pont)
a+2b+c=33 miattb=w=ll. (1 pont)
A téglatest térfogata: abe =7-11-4 = 308 cm”. (1 pont)
b) A térfogatot az egyik €l hosszanak segitségével fejezziik ki.
ks letrendszer elsé letébol
egvenletrendszer elso egyvenletébo
a+2b+c=33] & -
c=18-2a. (1 pont)
2b=33-a-¢c=33-a-(18-2a)=a +15, ezért b:%+?,5. (1 pont)
V=abc=a[§+?,5]{18—2a} (0 =a <9) (1 pont)

A Via) =a[%+?§5]{18—2a}; 0 <a <9 fggvénynek ott lehet maximuma, ahol

V'ia)=0. (1 pont)

V(a)=-a'-6a’+135a (1 pont)

V'(a)=-3a’ -12a +135 = -3(a’ + 4a - 45) (1 pont)
a’ +4a—45=0 gyokei 5 és -9, a -9 nem lehetséges, az 5 pedig megfelel.

(1 pont)

V' a)=-6a-12 és igy V"(5) <0, tehat V-nek (abszolit) maximuma van

a=>5 -nél. (1 pont)

A  téglatest térfogata maximalis (400cm’), ha éleinek hossza

a=5cm,b=10cm és ¢c=8 cm. (1 pont)

8
c) A téglatest 8 csucsa 6sszesen {3] = 56 haromszidget hataroz meg. (1 pont)

Ezek kozil le kell vonni azokat, melyeknek sikja egybeesik a téglatest
valamelyik lapjanak sikjaval. Mind a hat lapon négy ilyen haromszdg van,
Osszesen tehat 24, (2 pont)

A megfelelé haromszdgek szama (EE - 24 =) 32. (1 pont)



Alternativ megoldas:
A feladat szerint nem valaszthaté olyan haromszog,
amelynek két oldala a téglatest két élével azonos.
Ha a haromszog egyik oldala a téglatest egy ¢éle, akkor
ennek a két végpontjahoz kétféleképpen valaszthatjuk
a haromszdg harmadik csucsat, mert a kivalasztott
élben csatlakozo két lap egyik cstcsa sem valaszthato

a haromszig harmadik cstucsaként. (1 pont)
A téglatestnek 12 éle van, ezért ilyen haromszogbdl
Osszesen 12-2 = 24 darab van. (1 pont)

Ha a haromszignek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik élével azonos, akkor mindharom
oldala a téglatest egy-egy lapjanak atloja.

A téglatest egy adott csucsabol kiinduldé harom él nem
kizds végpontjai egy haromszoget hataroznak meg.

A téglatestnek 8 csucsa van, ezért ilyen haromszoghdl

8 darab van. (1 pont)
A megfeleld haromszogek szama 24 +8=32. (1 pont)
Alternativ megoldas:

A téglatest ,alsg” lapjarol két szomszédos csticsot 4-
féleképpen valaszthatunk, ezekhez a [feltételnek
megfeleloen a fels6” lapjarol 2-féleképpen valaszthatjuk
a harmadik csucsot, (1 pont)

Az alsdo laprol két atellenes csucsot 2-féleképpen
valaszthatunk, ezekhez a felsé laprol 4-féleképpen
valaszthatjuk a harmadik cstcesot. (1 pont)

Tehat (4:-2+2-4=)16 megfelelé haromszig van,

melyeknek az also lapon van két csucsa, és ugyanigy
16 megfeleld haromszig van, melyeknek a felsé lapon

van két csicsa. (1 pont)
Osszesen tehat 32 megfelelé haromszog van., (1 pont)
Alternativ megoldds:

A téglatest egy kivalasztott testatlojanak  két
vegpontjahoz a téglatest maradék 6 csucsanak
barmelyike valaszthaté a haromszig harmadik
csucsanak. (1 pont)
A téglatestnek 4  testatléja van, ezért ilyen
haromszoghdl Osszesen 6-4 =24 darab van. (1 pont)
Ha a haromszognek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik testatloja, akkor nem lehet olvan
oldala sem, amelyik a téglatest valamelyik éle, ezért
mindharom oldala lapatlo.

[lyen haromszogbdl 8 darab van. (1 pont)

A megfelelé haromszogek szama 24 + 8 = 32.

(1 pont)
Osszesen: 16 pont



33) Az ABC derékszogi haromszog BC befogéjanak hossza 18 em, a CA
befogdéjanak hossza 6 cm.
a) Mekkorak a haromszog hegyesszogei? (3 pont)
A BC befogo egy P belso pontjat osszekotjiik az A csiicesal. Tudjuk meég,
hogy PB = PA.
b) Milyen hosszii a PB szakasz? (6 pont)
Allitsunk meréleges egyenest az ABC hiromsziég sikjira C pontban! A
meroleges egyenes D pontjara teljesiil, hogy CD hossza 15 cm.
c¢) Mekkora az ABCD tetraéder térfogata? (4 pont)

Megoldas:

a) Lasd: Sikgeometnia 2. feladat
b) Lasd: Sikgeometria 2. feladat D
c) Tekintsiik a tetraéder alapjanak az ABC haromsziget, ™
ekkor a testmagassag CD lesz: m=15 cm (2 pont) LN
Az ABC haromszig teriilete 54 cm? LT
T''m 54:15 N
V= = . 15 % X
3 3 g
lgy a keresett térfogat: 270 ecm®. (2 pont) | b

(o : 13 t L BR N
m—— 01 N o
34)a) A KLMN derékszégii trapéz alapjai KL =2.12 és
MN = 3./75 egység hossziiak, a derékszégi szar hossza 10./2 egység.
A trapézt megforgatjuk az alapokra meroleges LM szar egyenese
koriil.
Szamitsa ki a keletkezett forgastest térfogatat! (n két tizedesjegyre
kerekitett értékével szamoljon, és az eredményt is igy adja meg!)
(4 pont)
b) Az ABCD derékszidgii érintétrapéz AB és CD alapjai (AB > CD)
hosszanak osszege 20. A beirt kornek az alapokra nem meroleges AD
szarral vett érintési pontja negyedeli az AD szarat.
Szamitsa ki a trapéz oldalainak hosszit! (12 pont)

Megoldas:

a) A kapott alakzat egy csonkakup, magassaga LM, az alapkordk sugara KL és
MN. (1 pont]

A csonkakup térfogata: V = % (R + Rr+r") ~13326,47 térfogategység.

(3 pont)
b) Lasd: Sikgeometria 12. feladat
Osszesen: 16 pont

35) Ha Andras az asztalra ejti a pingponglabdajat, akkor a labda az ejtési
magassag kb. 84%-ara pattan vissza. Ezutan tovabb pattog tugy, hogy
minden asztalra érkezés utan az elozo felpattanis magassaganak 84%-aig
emelkedik fel.

a) Andras egy alkalommal (az asztal lapjatél meérve] 1 méter
magassaghol ejtette az asztalra a pingponglabdat. Mekkora utat tesz
meg oOsszesen a pingponglabda az elso asztalra érkezésétol a



tizendtodikig? (Feltételezziik, hogy a labda csak fiiggdleges iranyban
mozog, a vizszintes irany1l elmozdulas elhanyagolhaté.) (4 pont)

Andras azt allitja, hogy az dsszes pingponglabdajanak szama 6-tal osztva
2 maradékot, 15-tel osztva pedig 1 maradékot ad.

b) Mutassa meg, hogy Andras allitasa hamis! (3 pont)
Dori olyan pingponglabda-készletet vasarolt, amelynek //\
dobozaba harom egyforma labda - az abran lathato

.“-\

elrendezésben — szorosan belefér. A doboz hengeres f:;_,

test, melynek alaplapjat harom egybevagd koriv és 7"
harom egyenlo hosszisagi szakasz hatarolja. (Az abran | : ]
a dobozt feliilnézetbol latjuk.)
c)] A doboz térfogatinak hany szazalékat tolti ki a
harom pingponglabda, ha a labdak atmeérdje 40 mm? (A doboz
falvastagsaga elhanyagolhaté.) (7 pont)

Megoldas:

a) Ldasd: Sorozatok 32. feladat

b) Lasd: Szamelmélet 14. feladat

c) Az abra koreinek érintkezése miatt az alapteriilet felbonthaté egy 40 mm
oldali szabalyos haromszogre (ennek csucsai a kérdok kizéppontjai), harom
egybevagd téglalapra, tovabba harom egybevagd 120°-os kodzépponti szdgl
korcikkre (amelyek egytitt egy teljes kort alkotnak). (2 pont)
Az alaptertlet tehat

J3

40" = 3:20-40+20°m = 4349 mm". (2 pont)
A doboz térfogata 4349-40=173 960 mm" . (1 pont)
A harom labda térfogata 4-20° -7 =100 531 mm’". (1 pont)
Ez a doboz térfogatanak kb. 58%-a. (1 pont)

Osszesen: 14 pont

36) Adam balatoni telkén &all egy kis hétvégi haz. A haz feliilnézete egy
7 m x 4 m-es téglalap. Ha esik az eso, akkor a tetore lehullé csapadékot
a teto négy oldalan kirbefuto ereszcsatornak gyijtik 6ssze és vezetik be
négy nagy, kezdetben iires (fedett) hordoba. A hordok forgashenger
alaknak, belso atmeérojiik 40 cm, magassaguk 90 cm.

Egy nyari zivatar alkalmaval 15 mm csapadék hullott a telepiilésen (ez
azt jelenti, hogy minden vizszintes feliileten 15 mm magasan allna az
esoviz, ha nem szivarogna el.) A zivatar kozben a tetore lehullott
csapadék 95%-a osszegyiilt a hordokban.
a) A zivatar utan mindegyik hordoban ugyanolyan magasan allt a viz.
Mekkora ez a magassag? (5 pont)
A haz cserépteteje eloregedett, cserélni
kell. A teto feliilete négy sikidombél all.
A hazteté 7 méteres oldalaihoz két
egybevago hiartrapéz csatlakozik,
amelyek sikja a vizszintessel egyarant 30
fokos szoget zar be. A trapézok Tm

im

4 m



egymashoz csatlakozd, rovidebb oldala 3 meéter hosszii. A hazteto 4

meéteres oldalaihoz két egybevagd, egyenlo szaria haromszog csatlakozik.

b) Hiany darab cserepet kell vasirolnia Adamnak a teté
ujracserepezéséhez, ha a tetofeliillet egy négyzetmeéterére 30 darabra
van sziikség, és a megvasarolt mennyiség 8%-a hulladék lesz?

(11 pont)
Megoldas:
a) A tetd alaptertilete: 7-4 =28 m’. (1 pont)
A tetdre hullott csapadék térfogata 28-0,015=0,42 m", (1 pont)
a hordokban osszegytilt viz térfogata 0,42.0,95=0,399 m’, egy-egy hordoba
tehat (jo kozelitéssel) V =0,1 m” esdviz kertilt. (1 pont)
Egy hordé alapteriilete T=r’n=0,2° -7 =0,126 m”. (1 pont)
AV térfogatia esoviz % = UE;JEIE; = 0,79 m, azaz 79 em magassagig tolti meg az
egyes hordokat (és ez valoban kisebb, mint a hordo magassaga). (1 pont)
b) Lasd: Sikgeometria 39. feladat

37) Egy teherauté raktere 2,4 méter széles, 2

Osszesen: 16 pont

méter magas és 7 méter hosszih. Ezzel a
teherautoval kell olyan, méretre vagott :
faronkoket szallitani, amelyek forgashenger A A
alakdak, 24 centiméter az atmeérojiik, és 7 [ ]
méter hossziiak. A rakomany biztonsagi Y Y
okokbol nem nyilhat tGl a raktéren egyik :
iranyban sem. A szallitocég az abran lathato 24 m
stratégiaval rendezi el a faronkoket.

a) Mutassa meg, hogy legfeljebb 86 farénkot lehet igy a raktérben

elhelyezni! (8 pont)
b) A raktérnek hany szazaléka marad iiresen, ha 86 faronkot
szallitanak? (4 pont)

Kideriilt, hogy a fak egy reészében megtelepedtek a szhObogarak.

Barmelyik fat kivalasztva 4% annak a valésziniisége, hogy van benne

szl. Az egyik vasarlo cég 50 fat vett.

¢) Mennyi a wvalészinisége, hogy legfeljebb egy szuragta fa keriil a
rakomanyaba? (4 pont)

Megoldas:

a)

A faronkdket szemlélteto egybevago, 24 cm atmeérd)a korokbaol (alulrol kezdve
a szamozast) a paratlan sorszamu sorokban 10, a parosokban pedig 9 kor fér

el a 240 cm-en. (1 pont)
A korkozeéppontok egy 24 cm N W W
racsponttavolsagu szabalyos haromszogracs . ] w1 = ] .
egy részletét hatarozzak meg. Az abra ABC .. "‘---.f;'*-.. Fxf'"‘*«._.. AN
szabalyos haromszigének magassaga - e .I\ e B o 1

12J3(=20,78) cm. (A kordk kozéppontja 124 L _?waﬁ_“wf’ ~ %
ennyivel lesz magasabban minden kévetkezé . | 4 1’ B f ' ] '

sorban az elézé sorban elhelyezkedo



kirkozéppontokhoz képest.) (2 pont)
Ha k db sort raktak a teherautora, akkor a rakomany (k—-1)-1 243 +2-12 cm

magassagig tolti meg a rakteret. (1 pont)
A rakomany nem nyulhat til a raktéren,

ezért (k—-1)-1243 +2.12<200. (1 pont)
k:illi%na?,dr? (1 pont)
Legfeljebb 9 sorban rakhattak fakat a raktérbe. (1 pont)
5 sorban 5-10=50 db, 4 sorban 4.9 =36 db faronk, 6sszesen tehat
legfeljebb 50 + 36 =86 fartnk lehet a raktérben. (1 pont)

Alternativ megoldas:

b)

c)

A fardnkoket szemléltetd egybevago, 24 cm atmerdju kiérdkbal (alulrdl kezdve
a szamozast) a paratlan sorszamu sorokban 10, a parosokban pedig 9 kor fér

el a 240 cm-en. (1 pont)
A korkozéppontok egy 24 cm racsponttavolsagi , . ‘
szabalyos haromszogracs egy részletét | AL .y o
hatarozzak meg. Az abra ABC szabalyos a1l L | " | ~ Y
haromszogének magassaga lzxﬁ[r 20,78) cm. o WAL A A
(A korok kozéppontja ennyivel lesz magasabban & b

minden kovetkezd sorban az elézd sorban :

elhelyezkedd korkdzéppontokhoz képest.) (2 pont)
9 sor magassaga 8- 1243 +2.12 = 190,3 cm, tehat 9 sor meg belefér a
raktérbe, (2 pont)
10 sor magassaga 9-1243 +2-12=211,1cm, tehat 10 sor mar nem fér be a
raktérbe. (2 pont)
Tehat, legfeljebb 86 fardnk lehet a raktérben. (1 pont)
A rakteér térfogata: V, =2,4-2-7 = 33,6m". (1 pont)
A 86 darab fa térfogata: V,, =0,12* . 7-7-86 = 27,2m". (1 pont)
'[‘;" f

ﬁ:w*‘gzu,al (azaz 81%) (1 pont)
V. 33,6

Tehat a raktér térfogatanak 19%-a lesz ires. (1 pont)

Lasd: Valdszimisagszamitdas 61. feladat

Osszesen: 16 pont

38) Egy aruhazlancban minden Kocka csokoladé vasarlasakor a csoki mellé

ajandékba adnak egy ,zsikbamacska” csomagot, amelyben egy kis

féemkocka van. A fémkocka mindegyik lapja sarga vagy kék sziniire van

festve gy, hogy mind a két szini lap elofordul.

a) Igazolja, hogy (szinezés szerint) dsszesen 8-féle kocka van, ha a
forgatiassal egymasba viheté szinezéseket mnem  tekintjiik
kiilénbézonek!

(6 pont)



b) Dérinak 7 kiilonb6zé szinezésii kockija van, igy mir csak egy
hianyzik a teljes készlethez, hogy abbdl nyaklancot készitsen
maganak. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ha 3 darab Kocka
csokoladét vesz, akkor meglesz a teljes készlete? (Feltételezhetjiik,
hogy mindegyik kockafajta ugyanakkora valosziniiséggel fordul elo a
csomagokban.) (4 pont)

Az ﬁ‘hrﬁn lathato ABCDEFGH kocka élhosszasaga 10 o G

egység. —m

c¢) Szamitsa ki az ABG haromsziég beirt korének
sugarat! (6 pont)

Megoldas:
a) Ldasd: Bizonyitasok 34. feladat
b) Lasd: Valészintiiségszamitas 62, feladat
¢) Az ABG haromszigben BG =104/2,
és (peldaul a térbeli Pitagorasz-tétellel)

AG =102 +10%+10% =10+/3. (1 pont)
AB" + BG" = AG", igy (mert AB meréleges a BCOGF sikra, és igy merdleges
annak barmely egvenesére) ABG< =90 . (1 pont)

(A beirt kiir sugarat az r = — képletbél szamitjuk ki.)
5

AB-BG _ 101042 _5043.

Az ABG haromszog tertilete t = > 5 (2 pont)
A haromszdg kerillete  10+10J2+1043, innen a félkeriilet hossza
s=5+5ﬁ+5\;§ (1 pont)
502
A beirt kor sugara r = =~ 3,41 egység. 1 pont
- 5+5/2+5/3 gysce ey
Alternativ megoldas:
Az ABG haromszigben BG =1042,
és (példaul a térbeli Pitagorasz-tétellel) G
AG =107 +107+10% =104/3. (1 pont) /]
AB® + BG® = AG®, igy (mert AB merdleges a BCGF sikra, “'“’E‘;f 1057
és igy meroleges annak barmely egyenesére) ABG< =90 . %y
[1 pﬂnl lﬂ—ﬂ“-/ {Jr \p
Az ABG derékszégii haromszog beirt koérének /S . r  r

kdzéppontjat jelélje O, sugarat r, a kér az oldalakat 455 7 r &
érintse rendre a P, Q, R pontokban az Abra szerint. Egy

kirhoz adott kiilsé pontbal huzott két érintdszakasz hossza megegyezik,
tovabba az érintési pontba huzott sugar merdleges az érintére. Igy PORB egy r

oldalti négyzet, AR=AQ=10-r, GP=GQ =10J2 - r. (2 pont)
Az AG atfogo a két érintdszakasz Osszege, tehat., (1 pont)
ebbal beirt kor sugara:

_— 10+10JE—103§(= 5(

2 1+2 - u’ﬁ]) = 3,41 egység. (1 pont)



Alternativ megoldas:

Az ABG haromszogben BG =1042, (1 pont)

AB* + BG" = AG”, igy (mert AB merdleges a BCGF sikra, G

és igy merdleges annak barmely egyenesére) ABG< =90 . N .r’f
(Lpont) '3/ lom,

Az abra szerint az ABG derékszogu haromszog beirt 0 /

korének kozéppontja O, sugara r, és a kor az AB befogot 0-r/| ~Or o

az R pontban érinti. Legyen tovabba BAG<=«, L r Ar

A10-r RT B

tga:;r:%:ﬁ.innﬂn a =547 .

Mivel a beirt kér kdzéppontja a szigfelezok metszéspontja, ezért BAO< = % €s

OBA«< =45 . (2 pont)

Az ARO derékszogu haromszighol AR =r -Etg% . masrészt RB=r miatt

M+R5=r-ctg%+r=1{}. (1 pont)
10

A beirt ko = 3,41 Eg. 1 t

ei Or sugara r ctg27,35 11 Y egység (1 pont)

Osszesen: 16 pont



